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Ce travail a été effectué au LAMA a I’Université Savoie-Mont Blanc sous la direction de
Dorin Bucur.

1 Introduction

L’optimisation de forme est une thématique qui s’est développée dans les années 70
pour répondre a des problémes émergeant de I'ingénierie liée a la mécanique et I'optimisation
d’EDP sur des domaines inconnus. Un probléme d’optimisation de forme dans sa plus grande
généralité s’écrit :

min { F(A)|A € A}. (1)

Les formes A sont des sous ensembles de R?, des ouverts pour des problémes liés aux EDP,
des fermés pour des problémes de frontiére ou de saut, ou encore des mesurables. La classe A
représente la classe des formes admissibles par exemple tous les ouverts de R, les sous en-
sembles ouverts de D € R avec D borné, les convexes... On ajoute en général des contraintes
par exemple en fixant la mesure de A ou sa frontiére. Enfin F' est la fonctionnelle que 'on
souhaite minimiser typiquement F'(A) dépend de la solution d’'une EDP sur A ou du spectre
d’un opérateur défini sur A. On définit la notion de solution de (1) de la maniére suivante :

Définition 1. Une forme A* € A est dite solution de (1) si
F(A*) =min {F(A)|A € A}.

Lors de 1’étude de ces problémes se posent alors plusieurs questions. Premiérement
concernant l’existence de solutions, s’il n’y a pas existence dans A, peut-on relaxer le pro-
bléme et dans quel sens pour retrouver une solution et sinon pourquoi? Ce sont ces questions
que 'on étudiera ici. Une des difficulté principale lors des questions d’existence est qu’a priori
il n’est pas évident qu’on puisse mettre sur A4 une topologie compacte qui rende la fonction-
nelle F' semi continue inférieure ce qui permettrait d’utiliser la méthode directe du Calcul de
Variations.

Ensuite, viennent les questions des propriétés qualitatives des solutions peut-on obtenir des
informations topologiques, géométrique, de régularité...?

Pour étudier ce type de problémes se pose donc la question de notion de topologie que
I’on peut utiliser sur la classe des ensembles, deux idées viennent assez naturellement :

1. la distance L' des indicatrices, soit pour A; et A, deux ensembles mesurables,
dpr (Ar, Az) = |14, — 1a,ll
2. la distance de Hausdorff entre deux fermés Fj et Fj
dy (Fy, F5) =inf{e >0 | F} C F,® B. et F, C F1; ® B}

ot F & B = {z+y|xz,y € Fx B}. Dans I'optique de travailler avec des ouverts on
définit pour A; et Ay deux ouverts

dye (A1, Ay) = dy (A4,C, A,°)
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Cependant bien que ces distances aient leur intérét pour certain problémes, on peut peut
voir par l’'exemple de Cioranescu et Murat "Un terme étrange venu d’ailleurs" [1] qu’elles ne
conviendront pas pour des problémes liés aux EDPs et il est donc nécessaire de trouver une
nouvelle notion de convergence : la v-convergence qui s’appuie sur la fonction de torsion et
qui est naturellement issue de la I'- convergence des fonctionnelles d’énergie.

En utilisant cette y-convergence, G. Buttazzo et G. Dal Maso [2] ont démontré un
premier résultat d’existence concernant les fonctionnelles monotones pour 'inclusion

Théoréme 1. Soient A = {A | A quasi ouvert, A C D} avec D ouvert borné, et F : A — R
une fonctionnelle v-semi continue inférieure décroissante pour ['inclusion, alors le probleme

min { F(A)|A € A, |A] = ¢}
admet au moins une solution pour tout 0 < ¢ < |D)|.

Ce théoréme donne une premiére réponse a la question de I'existence mais il a deux limites
majeures les plus restrictives étant I’hypothése de monotonie et la présence de D. Cette
derniére contrainte peut étre relachée au cas par cas par le principe concentration-compacité.
Il n’existe pas encore de résultats généraux concernant les fonctionnelles non monotones, on
peut par contre citer comme exemple un résultat de D. Bucur, J. Lamboley, M. Nahon et R.
Prunier [3] faisant intervenir les valeurs propres du laplacien {\;} et la torsion T

Théoréme 2. Soit F(A) = T(A)™" + 6\u(A) fonctionnelle définie sur les quasi ouverts de
R Si |§] << k=(t%) alors F admet un minimiseur parmi les quasi ouverts de mesure

Wq = ‘B1|

On peut aussi citer un résultat lié prouvé par L. Briani, G. Buttazzo et S. Guarino Lo Bianco
[4] que I'on n’étudiera pas ici

Théoréme 3. Soit F,(A) = \(A) T(A)? définie sur les quasi-ouverts.
Alors, il existe qo tel que si ¢ > qo, le probléme

min { F,(A)|A quasi-ouvert, |A] =1},
admet une solution.

Contrairement au résultat de Buttazzo - Dal Maso (Théoréme 1), dans les théorémes 2 et 3,
la fonctionnelle A — F(A) n’est pas décroissante pour I'inclusion.

Dans ce rapport, on développera les notions théoriques nécessaires & la compréhension et
la démonstration de ces théorémes, on donnera une preuve des théorémes 1 et 2, puis on
étudiera des pistes de résolutions de nouveaux problémes.

Notations - Dans la suite, on notera par £ la mesure de Lebesgue sur R et H% ! 1a
mesure de Hausdorff. Les intégrales dont le domaine n’est pas spécifié désignent les intégrales
sur tout 'espace. On note aussi pour une mesure borélienne u, I'espace L? associé L*(p) =

{u € L*(RY) /u2 du < —1—00}.




2 Capacité et y-convergence

Comme indiqué en introduction il est nécessaire pour traiter ces problémes d’optimisation et
assurer I'existence de solutions de définir une bonne notion de convergence. Ici, par "bonne",
on entend suffisamment stable et qui rend continue les fonctionnelles qui nous intéressent.
On va donc s’intéresser a la notion de y-convergence. Pour ce faire, on va introduire le cadre
théorique permettant de la définir par la notion de capacité. On pourra ensuite définir les
notions de valeur propres du Laplacien et de fonction de torsion dans le cadre relaxé des
mesures capacitaires.

Dans toute cette partie, D C R est un ouvert.

2.1 Capacité

On définit pour A un sous ensemble de D la capacité de A dans D.

Définition 2. Soit A C D un borélien, on définit sa capacité

cap(A, D) = inf {/ (IVul> + u®) dL? |u € UA}
D
ou
Uy = {u € Hj(D)|u>1 sur un voisinage de A}.

A partir de cette définition, on dit qu’une propriété est vraie quasi-partout si elle est vraie
sur le complémentaire d’un ensemble de capacité nulle. On défini aussi la notion de quasi-
continuité :

Définition 3. Soit une fonction v : D — R, on dit que u est quasi continue si pour tout
e >0, il existe un ensemble U ouvert de D avec cap(U, D) < € tel que ujp\y est continue.

On défini aussi la notion de quasi-ouvert.

Définition 4. Soit A C D, on dit que A est quasi ouvert si pour tout € > 0, on peut trouver
un ouvert U de D avec cap(U, D) < € tel que AU U est ouvert.

A partir de ces définitions, on peut citer un premier théoréme de structure des fonctions de
Hy (D)

Théoréme 4. Soit u € Hy(D), alors la limite

u(z) = lim udL?
r—0 B(z,r)

existe quasi-partout dans D et de plus U est quasi-continue et vérifie u = u presque partout.

On peut trouver la preuve dans le livre "Non linear potential theory of degenerate elliptic
equations" par J. Heinonen, T. Kilpelainen et O. Martio [5].
Avec ce théoréme vient un autre théoréme de caractérisation des espaces de Sobolev H.



Théoréme 5. 51 A C D ouvert alors
Hy(A) = {u € Hy(D) { @ =0 quasi partout sur D\ A}

On va utiliser ce résultat pour étendre la définition de H}(A) aux quasi-ouverts, on définit
donc

Définition 5. Soit A € D un quasi ouvert, on définit
Hy(A) = {u € Hy(D) | @ =0 quasi partout sur D\ A}

Cette définition est évidemment compatible avec celle pour les ouverts par le théoréme pré-
cédent par contre on perd sur les quasi-ouverts la densité de C.° qui n’a plus de sens dans ce
contexte.

Enfin, on définit la notion de mesure capacitaire qui sera essentielle pour la relaxation des
problémes d’optimisation de forme.

Définition 6. Soit u une mesure borélienne sur D, on dit que p est une mesure capacitaire
st elle ne charge pas les ensembles de capacité nulle.

et donne comme exemple les mesures indicatrices copy 4 pour A quasi-ouvert de D, qui font
le lien entre mesures capacitaires et quasi-ouverts, qui sont définie par

{ 0 sicap((BUA)NA,D)=0

OOD\A(B): +o00  sinon

2.2 ~-convergence

A partir des définitions liées a la capacité, on peut citer le théoréme fondamental de la
stabilité de forme

Théoréme 6. Soit (A,) et A des quasi-ouverts de D, les assertions suivantes sont équiva-
lentes

1. pour tout toute fonction f € H (D), wa,,r converge vers wa s faiblement dans
Hy(D), ot on définit wa, ; comme l'unique solution de

—Awy, r=f dans A,
wAn,f e H(:]L(An)7

2. wa, 1 converge vers wa, faiblement dans Hy (D)

8. Hy(A,) converge au sens de Mosco vers H)(A). Soit,

- Yo € Hy(D), 3p, € Hy(A,) telle que o, — ¢ dans H} (D),

- Voo, € Hy(A,,) telle que ¢,, — ¢ dans Hy(D) alors ¢ € Hy(A).
4. Soit F,, : L*(D) — R U {+o0} définie par

2 1
F(v) = /D|Vv| siv e Hy(Ay),

400 sinon,

F,, T-converge vers F pour la convergence L*(D). Soit par définition,
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- Pour tout v, — v dans L*(D), F(v) < liminf F,(v,),
- Pour tout v € L*(D), il existe une suite (v,) de L*(D) telle que v, — v et F(v) >
lim sup F,,(vy,).

Remarque - Dans la suite on note w4 = w41 que 'on appelle la fonction de torsion associée
au quasi-ouvert A de D.
On utilise ce théoréme comme caractérisation de la y-convergence.

Définition 7. Soit (A,) et A des quasi ouverts de D, on dit que A, y-converge vers A, noté
A, 5 A, sila suite (A,) et A vérifient une des assertion du Théoréme 6.

Malheureusement, la classe des quasi-ouverts n’est que précompacte pour la vy-convergence.
En effet prenons A, une suite de semi-ouverts dans D et f € H™'(D), alors le suites (wa, s)
et (wa,) convergent faiblement & extraction prés dans Hy (D) respectivement vers wy et w.
De plus pour ¢ € C°(D), on peut écrire

[ fewndct = [ Vus sV, o)t
D
:/)@vanr’f~vand/;d+/wAnvan’f'V(pdﬁd
D D

:—<AwAn,wAmf<p)—/ wAmewAn~Vg0d£d+/wAanAmf-Vgod/ld
D

D

:/gowAmded—/wAmewAn-Vg0d£d+/wAanAn,f-deﬁd.
D D D

On peut alors passer a la limite dans chacun des termes

/fgpwdﬁd:/cpwfdﬁd—/wwa-VgodCd+/wwa-Vgpdﬁd.
D D D D

Et en refaisant les différentes manipulations dans I’autre sens, on en déduit que wy vérifie au
sens faible

~Awgwpp=f  dans (HN(D) O L))

wy € Hy(D) N L (p),

. Aw + 1 o , .
oll = ——— est une mesure capacitaire sur D. On étend alors la notion de vy-convergence

au sein des mesures capacitaires en définissant pour v une mesure capacitaire sa fonction de
torsion w, comme 'unique solution de

—Aw, +w,v =1 dans (Hy(D) N L*(v))
w, € Hy(D) N L*(v),

Alors, en utilisant la distance H' entre les fonctions de torsion on rend l'espace des mesures
capacitaires de D métrique et compact.
Afin de rendre la classe des quasi-ouverts compact, on défini la faible y-convergence

Définition 8. Soit (A,) une suite de quasi-ouverts dans D on dit que (A,) converge faible-
ment v vers A, noté A, = A, si A, 5 et A= {w, > 0}.



De maniére évidente, la y-convergence d’une suite de quasi-ouvert (A,) vers un autre quasi-
ouvert A implique la convergence faible v, en effet dans ce cas la mesure limite est cop\4 et
A ={w, > 0}. L’implication réciproque est fausse, par contre, on peut citer le résultat sui-
vant qui permet de retrouver une suite convergeant fortement a partir d’une suite convergeant
faiblement.

Lemme 1. Soient (A,), A et B des quasi-ouverts de D tels que A, A et AcC B. Alors,
on peut extraire une sous suite (A, ) de (A,) et trouver une suite (By) de quasi-ouverts telle

que pour tout k, A, C By et By - B.
On cite aussi un lemme concernant la faible y-convergence qui sera utile par la suite.

Lemme 2. Soit (A,) une suite de quasi-ouverts de D et A un quasi-ouvert de D tels aue
A, N Aalors A,NAL A

3 Les valeurs propres du laplacien et la torsion d’un quasi-
ouvert

Dans cette partie on résume des résultats préliminaires que 1’on étudiera pas plus en détail

qui traitent des valeurs propres du laplacien et de la torsion. Commencons par des définitions

Définition 9. Soit A un quasi-ouvert, on définit la k-ieme valeur propre du laplacien de
Dirichlet sur A comme

_ [, |Vol2dLe

= / ]Vuk|2d£d
A

ot ug(A) est un vecteur propre associé, solution au sens faible de
—Aup = M\ (A)uy dans A

up € Hy(A), / urdCh = 1.
A

V C Hy(A) de dimension k}

Définition 10. Soit A un quasi-ouvert, on définit la torsion de A comme
T(A)= sup / (2v — |Vof*) dL?
H§(A)NLA (p) /A

vdLd)?
o Uy’
H&(A) fA|VU| d,C

= / wAd/Jd,

ot wy la fonction de torsion est solution au sens faible de

—Aw=1 dans A
w € Hy(A).
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Deux résultats essentiels a la suite autour de ces quantités sont résumés dans les deux inéga-
lités suivantes, pour tout quasi-ouvert A de R,

B 2/d

w2 B ) 2)
A

T(A) < ——5T(B) (3)
| By|

On appelle ces inégalités les inégalités de Faber-Krahn et Saint-Venant et elle indique qu’a
volume fixé, la boule est le minimiser de la premiére valeur propre tandis qu’elle maximise
la torsion. On donne aussi 'inégalité de Kohler-Jobin qui est un premier résultat pour des
fonctionnelle non monotones au sens de I’'inclusion.

AL(A) T(A)YCHD > X (By) T(By)*/ 9 (4)

4 Preuve du Théoréme de Buttazzo - Dal Maso

On propose de démontrer le Théoréme 1 que I'on rappelle ici.

Théoréme. Soient A = {A | A quasi ouvert, A C D} avec D ouvert borné, et F: A — R
une fonctionnelle v-semi continue inférieure décroissante pour ['inclusion, alors le probleme

min { F(A)|A € A, |A] = ¢}
admet au moins une solution pour tout 0 < ¢ < |D)|.

La preuve suit la méthode directe du Calcul de Variation, on va prendre une suite minimi-
sante, puis montrer qu’elle converge a extraction prés vers une forme admissible qui sera un
minimum. Les difficultés sont d’ordres techniques, notamment pour montrer que la mesure
capacitaire vy-limite de la suite minimisante correspond a un quasi-ouvert, i.e elle prend seule-
ment les valeurs 0 et +00. Dans cette démonstration on contourne la difficulté par la notion
de faible y-convergence

Preuve -Soit (A,) une suite minimisante, on définit (w,) les fonctions de torsion associées
comme la solution au sens faible de

—Aw,, = 1 dans A4,
w, € Hy(A,)

Alors ||wy||g1(py < |lwpllar(py ot wp est la fonction de torsion associée & D. On en déduit
donc qu’il existe w € Hy (D) telle qu’a extraction prés, w, — w dans H'(D) et donc

A, 2 A= {w>0}

par définition. En particulier |A| < ¢
Soit B D A tel que |B| = ¢ par le Lemme 1 on peut extraire une sous-suite (A, ) et trouver
une suite By, telles que A, C By et

B, > B



Alors par semi continuité inférieure et décroissance de F,
F(B) < liminf F(By) < liminf F'(4,,).

On en déduit que B convient. O
Remarques - On peut comprendre oll vont se trouver les difficultés si on retire I’hypothése
de décroissance en effet on ne pourra plus utiliser le lemme pour palier au fait que la conver-
gence est seulement faible il faudra donc a priori trouver une suite minimisante convergeant
fortement et de plus il faudra que toute la masse soit conservée a la limite.

On voit aussi ici que 'on doit travailler dans les sous ensembles de D pour s’assurer que la
suite aie une valeur d’adhérence, on pourrait cependant se passer de cette hypothése dans
certain cas en utilisant le principe de concentration capacité pour recentrer la suite dans un
domaine borné.

5 Principe de concentration-compacité

Le principe de concentration-compacité permet de décrire les différents types de comporte-
ments que peuvent avoir les suites de fonctions faiblement convergentes, ce qui permet alors
de prévoir s’il est possible de les corriger pour les faire converger fortement. On donne ici
une version du résultat pour les fonctions faiblement convergentes dans H 1(Rd)7 la preuve
s'inspire de celle donnée par P.L. Lions dans le cadre des fonctions L' (voir [6] Lemme 1.1).

Théoréme 7. Soit (uy,), une suite de fonction bornée dans H'(R?) telle que
/ urdL? — N >0,

Alors, on peut extraire une sous-suite (un, ) vérifiant 'un des trois points suivants
— (compacité) il existe une suite (y) d’éléments de R® telle que

Ve >0, dko(e) > 1, IR(e, ko) > 0, / Up, 2 dLY > N — ¢, VEk > ko
yr+BRr
— (évanescence)

lim sup / Up, > ALY =0,
y+Br

k—4o00 yeRd

— (dichotomie) il existe o €]0, N[ et deus suites (vg1)r et (vga)r bornées dans H'(R?)
telles que

Hm fJun, — (Vg1 + Ox2) || L2maey = 0,

k—+o0
lim Va2 dLY = et lim Vol dL =\ — a,
k——+o0 ’ k——+o0 ’

lim dist(suppvi,1, suppvgz2) = +00,
k——+o0

limkinf/ (IVtn, |2 = Vo |* — |Vogo|?) dL2 > 0.
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Preuve - Pour démontrer ce résultat, on utilise les fonctions de concentration de mesures,
on définit donc

vt > 0, Qn(t) = sup / w2 dL?
y+DBi

yeR4

On remarque que les (), sont croissantes et équibornées avec fh+m Qn(t) = / udL?. Par
[— 100

ailleurs la suite étant bornée dans BV(0,7) pour tout 7" > 0, en déduit qu’il existe une
fonction croissante positive bornée () et une sous suite (Q),,) telle que pour tout ¢ > 0,

lim @,,(t) = Q(t). De plus Q admet une limite o = lim Q(¢) € [0, A]. Premiérement, si
n—s-+o00 t—+oo

a = 0 on est dans la situation d’évanescence. Ensuite, si & = A, on est dans la situation de
compacité. En effet, si « = A, prenons p > /2, alors, pour ky(u) suffisamment grand,

Yk > kol(p), ‘/unfdzd . /\‘ <, A%

et pour R(u) > 0 assez grand, Q(R(u)) > p. Alors par définition de Q(R), il existe un ki (R)

tel que
Vk 2 kla an > M,

les @, étant croissante, si k; > ko, pour tout k, kg < k < k; il existe un Ry tel que
Qn,. (Ri) > i, en prenant le maximum, on en déduit qu’il existe R(u, ko) tel que

Vk > ko(u), @, (R(p, ko(p))) > pe

Ainsi par définition de Q,,,, il existe une suite (y;(u)) d’éléments de R? telle que

VEk > ko(p), / Uy, 2dLT > pu.
Yk (1) +BR(u ko)
. 3\
Posons maintenant, pour tout k, yx = yx T ) alors,

oz max (o) ho ()t =l < 1 (21) + i)

/yk(ﬂ)'i'BR

5A B - 3\
ce qui impliquerait T < - e qui est absurde. On définit alors ky = max <k:0(,u), ko (I))

sinon on aurait

Uy, 2d LY+ /

Yr () +BRry)

Up, 2dLT < /unk2d£d7
()

~ A
et R(n) =R (%) + 2 R(1) et on obtient la compacité.

Enfin, si a €]0, A[, on se trouve dans le cas de la dichotomie.
Prenons m € N, m > 1, alors, il existe un R > 0 tel que Q(R) > «a — 1/m, on suppose
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R > dm, et donc pour k > kg assez grand, a — 1/m < @y, (R) < a+ 1/m et donc il existe
une suite (y)x telle que

VEk > ko, / Up, 2 dL €l — 1/m, o+ 1/m].
Yr+BR,,

Par ailleurs il existe une suite de réels positifs (Ry) telle que Ry — 400 et pour tout
Qn, (Rr) < a4+ 1/m, et on suppose que pour k > ko, R, — R > 3m, quitte & changer
]{?0.

On suppose aussi,

Vk > ko, ‘/un,fdﬁd—)\‘ <1/m.

On définit deux suites de fonctions cut-off (9gm 1)k €t (Mkm2)k telles que pour tout £,

(1 silr—y| <R
R —r—
Nieym,1 (T) = m = e = siR<|z—y| <R+m ,
m
(0 si|le—yk] > R+m
(0 si|lr—yp| < Ry —m
— | — (Rw —
Me,m,2(2) = [z = gl = (B = m) si Ry —m < |z — x| < R
m
(1 si |z — yi| > Ry,

On définit maintenant pour tout k, W m1 = Mkm1 Unk €6 Wk m2 = Mkm,2 Un, qui sont equi-
bornées dans H'(RY) pour tout (k,m).

On va montrer chacune des estimations proposées dans I’énoncé du théoréme avec ces deux
suites puis on extraira les suites (vg )i et (vg2)r par un procédé diagonal.

— (estimation de la norme L*) Pour k > ky,

2 d 2 d
/ (unk — Wkm,1 — wk7m72) dl = / (]- - (nk,m,l + ’r}k,m,Q)) unk2 al
R<|z—yg|<Ry
< Up, > AL
R<|z—yg|<Rg

< Qn, (Ri) — Uy, 2 dLY
yk+Br
<a+1/m—(a—1/m)=2/m.

— (estimation de la masse) Pour k > ko, comme 0 < 1,1 < 1,

a—1/m< / unk2d£d S/wk,m,lzdﬁd < / unkzdﬁdﬁa—l—l/m,
Yy +BRr Ye+BR,,

‘/wkﬂmf ALt — o

12
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De méme pour k > kg, on a

/wk7m722 dﬁd = /unf dﬁd - /(1 - 77k,m,22> unk2 dﬁd

et on en déduit en utilisant les différentes estimations

‘ / Wema ALY — (A — @)

< 2/m.

— (estimation de la distance des supports) Pour k > ko, on a

dist( supp Wi m1, SUPP Wem2) = Rg —m — (R+m) >m

— (estimation H') Pour k > kg, on peut calculer

/ (‘VunkP - ‘Vwk,m,l‘z - ’vwk»mz

2) dﬁd

= / (1= (Momt® + em2?)) [ Vg, |? dL? — / (V0 ® + [V m2|?) wn, > dL?

-2 /nk,m,l unkvnk,m,l : vunk dﬁd -2 /nk,m,Q unkvnk,m,Q : vunk d/v‘d

On traite chaque termes séparément. Le premier est positif donc il ne pose aucun
problémes et on peut estimer facilement le deuxiéme

/ (IVkmal® 4 [Vl mel?) wn, > dL* <

2
M= JR<|z—yx|<Rx

Les troisiéme et quatriéme termes se traitent de la méme maniére, regardons le troi-

siéme

2 /nk,m,l unkvnl@m,l : Vunk dﬁd =

or pour R < |z —yi| < R+ m,

V(Ukz,m,12)(37) = -y

et

2
A(nk,m,12)(x) = ﬁ

(1+(d—1)

1
5/ Vm?) - Vi, ?) dL?
1R§|1‘—yk\§R+m
5 AN ), 2 dL
R<|z—yi|<R+m
1 _
= unkQ V(nk7m712) : M de_l
2 |z—yg|=R+m ( ’m —)yk\
1 2 2 T — Yk d—1
—= U, V(Mema”) - —— dH*,
2 Joegi=r |z — |
2 (R+m) — |3 — ) 2
m)—|r — Yk )
[z — Yl
|z —yi| — (R+m) >z 1_al—l -
|z — ygl ~m d+1) —
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Ainsi en utilisant la continuité de I'application trace de H'(Bg) dans L*(0Bg),

1 C(Bp)?
m

2 /nk,m,l unkvnk,m,l : vunk dﬁd < — U/nk2 d%d_l <

o - ||unk”%11(BR)7
el

de plus comme R > 1, C(Bg) < C(By) et utilisant le fait que la suite (u,) est bornée
dans H'(R%), on en déduit qu’il existe une constante M > 0 indépendante de m tel
que

M
2 /nk,m,l u’nkvnhmJ : vunk dﬁd S E

De la méme maniére on obtient

M
2 /nk,m,Q unkvnk),m,Q : Vunk dﬁd S —_—.

m

On en déduit qu’il existe une constante C' > 0 indépendante de m tel que
C
Vk > ko, / (IVtn, > = [V |* = [Vwgme|?) dC* > —.

On remarque qu’il est possible de choisir la suite (ko(m)),, strictement croissante, quitte a
la remplacer par (ko(m)), ot ko(m) = max(ko(m), ko(m — 1) + 1) (on définit ko(0) = 0). On
pose alors pour tout k, m(k) = max{m|ko(m) < k} alors, (m(k)), est croissante et tend vers
+00 et évidemment, pour tout k € N, k > ko(m(k)). On en déduit donc que les suites (vg 1)
et (Uk,Q)k définies pour tout k par Uk,1 = Wkm(k),1 €0 Vk2 = Wi (k)2 conviennent.

[

De ce résultat découle un principe similaire décrivant le comportement des suites de quasi-
ouverts de R? de mesure bornée qui est la forme du théoréme que I’on utilisera par la suite.

Théoréme 8. Soit (A,) une suite de quasi-ouverts de R de mesures uniformément bornées,
il existe une sous suite notée avec les méme indices vérifiant 'un des deux points suivants
— (compacité) il existe une suite (y,) de vecteurs de R® et une mesure capacitaire p

telles que y, + A, - 1,
— (dichotomie) il existe une suite de sous ensembles (A,) telle que
HwAn _wAnHLZ —0 et zzln :AnJUAn’Q C A,

avec dist(flm, Anyg) — 400 et liminf \flm| > 0.

Remarque - Pour démontrer ce théoréme, on utilise le résultat précédant appliqué aux
fonctions de torsion des quasi-ouverts (voir [7] Théoréme 2.2).
6 Preuve du Théoréme 2

On se propose maintenant de présenter une preuve du Théoréme 2. La preuve nécessite
plusieurs lemmes techniques de comparaison et son corollaire que nous ne démontreront pas
concernant des estimation spécifique (voir [3] Lemme 4.3 et corollaire 4.4).
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Lemme 3. Si A est quasi ouvert alors pour tout k,
Ae(A) < CakaT 1 (A).

Lemme 4. Si A C B sont deur quasi ouverts de mesure finie alors

1 1

OB A S RMB)((B) ~ T(A).

Lemme 5. Soit A un quasi ouvert de mesure wy tel que
T HA) + 0 (A) T YBy) + 6 \e(By),
alors en supposant F(A) = |AAB,|, si § < ko,
AAB Ska o], T(A) L M(A) Sk,
T(A)™ = T(B)™" S ki |d],
Vi1, N(A) = A(By)| S ik 6],
1 1
|wa —wg, || p1gaey S K4 [0]2.
Corollaire 1. Si A quasi ouvert vérifie les méme hypotheéses, alors
T-NA) = T7'(By) S K4 o],
FSkYalal,
Vi> 1, N(A) = \(By)| S i kn |d].
Ici,
F(A) =sup {AA(y + B) |y € R*}

désigne 'asymétrie de Fraenkel de A avec pour deux ensembles 5 et Qq, Q1 AQ, = (Q; U
Q) \ (21 N Q) qui correspond & la différence symétrique de ces ensembles.

On va donc démontrer le théoréme suivant :

Théoréme. Soit F'(A) = T(A)™' +0)\.(A) fonctionnelle définie sur les quasi ouverts de R,

Si 0] <« k= (72) alors F admet un minimiseur parmi les quasi-ouverts de mesure wq = | By|.

Dans ce cas, on arrive a utiliser le méme schéma de preuve on va dans un premier temps
relaxer la condition de masse puis prendre une suite minimisante qui convergera par concen-
tration capacité faiblement v et ensuite il faudra montrer que nécessairement la limite est un
ensemble.

Dans un premier temps,afin de relaxer le probléme, on étend les définitions de de valeurs
propres et de la torsion a toute mesure capacitaire .

Définition 11. Soit u une mesure capacitaire, on définit la k-ieme valeur propre de p comme

_ [IVoPdLt + [v?du
Ax(p) = inf {ig‘g [ v2dce

Z/IVuk(u)IQdﬁdJr/uk(u)Qdua

V ¢ HY(RY N L*(p) de dimension k}
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ol ug (1) est solution au sens faible de

—Av +vp = M(p)v dans [H'(RY) N L* ()]

ve H (RN LA (p), / v2dL? = 1.
D

Définition 12. Soit i une mesure capacitaire, on définit la torsion de ju comme

T(u) = sup / (20— |Vol*) dL? - /Uzd,u
(w)

HY(R4)NL?

(fvd[,d)Q
- Sup 27,d 2
Hl(Rd)ﬁLz(u) f ’V'U’ dL +fU d,u

= /wudﬁd,

ot w, est solution au sens faible de

{ —Aw+wp =1 dans [H'(RY) N L*(p)]
w € HY(RY) N LA ().

On remarque que ces définitions sont une extension directe des définitions sur les domaines
en effet si 4 = cogay 4 on retrouve le cas classique.

On note A, = {w, > 0}, et on va démontrer I'existence du minimizer pour le probléme
relaxé sur la classe A des mesures capacitaires (qui contient A) en imposant |4,| = wy, on
montrera ensuite que ce minimizer appartient & A on aura alors démontré le théoréme.

Preuve du théoréme- Dans un premier temps, montrons qu’on peut affaiblir ’hypothése
de masse en considérant |A| < wy au lieu de |A| = wy. En effet, si A € Aet |[A] = (1 —t)wy
pour 0 <t < 1, alors (1 — t)_éA est toujours admissible et

n+2
n

F((1=t)a4) =1 =" T YA + (1= 1) \e(A)
(1—t)n (T7HA) + 3 M(A)) .

IN

Or par le Lemme 3, Ay(A) < Cyka T7Y(A), donc si |6 < Cyk™4, on en déduit

~

(T_l(A) + 5>\k(A)) > 0.
Ce qui implique )
F((1— 1) 44) < F(A).

On considére maintenant une suite minimisante (A,) et quitte a remplacer certains termes par
la boule, on suppose que pour tout p, F'(A,) < F(B;) on se trouve donc dans les hypothéses

du Lemme 5. Done, quitte a translater les A,, on en déduit [A,AB;| < ki |5|%. On souhaite
montrer qu’a extraction prés, la suite des A, y-converge on applique donc le théoréme 8 et
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pour avoir convergence, il est nécessaire d’exclure le cas de la dichotomie, On va procéder
par contradiction, on suppose qu’il existe une suite de quasi ouverts (A,) qui vérifie

Vp, A, = AJUA> C A,
dzst(A1 A?) —> +oo

lim inf [A?| > 0,

||U]Ap — wAp||L2(Rd) — 0.

Alors, en particulier, |T(A,)—T(A,)| = 0et |Ae(Ap) —A(A4,)| — 0 donc la suite (A,) est aussi
minimisante. De plus, toujours par le lemme 5, T~'(A,) — T '(B;) < ki |0] ce qui implique
quitte & modifier un nombre fini de termes que, T~(A,) — T~4(B;) < k4 |6| on en déduit en
utilisant inégalité de Saint-Venant qu’on a I'estimation |4, \ A,| < ki |0]. Alors, si |§] < ko,
on en déduit [A,AB| < |A,AB| + |4, \ A, < k7|52, Enfin, comme dist(AL, A2) — +oo,
on peut supposer, quitte a échanger Azl) et AIQJ, que |A,AB,| = |A11,ABl| + \Af,] ce qui donne
[ALABL| S K [3]2 et |A7] < K [5]2.

On va montrer maintenant que A\, (A,) = )\k(All)) si o] <« k=27 4. Premiérement, par I'inégalité
de Faber Krahn, on obtient

M(A) Z 1A 2 ko)

Par ailleurs, en utilisant le lemme 3 et les différentes estimations que I’on a montré, on obtient
1 2 141 2
Me(Ay) SkaT (A)) S ka,

D’ou, )\k(A}j) < Al(Af)) si 0] < ki~ et donc on a bien Ae(A,) = )\k(A}?).

On définit pour la suite de réels (¢,) dans [0,1] telle que pour tout p, |A§| = t,wq, en
particulier, (t,) vérifie ¢, < ki ](5|% et liminf¢, > 0. On va montrer que ((1 — tp)_é Azl))
définit une suite minimisante strictement meilleur que (A,) on aura alors une contradiction.

Dans un premier temps, en utilisant les estimations précédentes, on trouve T’ (A}D) S 1et
d+2 da+2 d+2 . .
T(A;) S tp% Sk |6|T+d alors en particulier, pour une constante Cy > 0 assez grande,

1(4)) < T~Y(A,) + Cyt, @ . On peut donc évaluer

F((1—tp)~@ Al)

—~
—_

t,)a T <mmwu—mﬂwm
D)

zT YA + 0 M(A)) —t, (T7HAL) — 6] Ae(4,))
< P(4,) 1, (T <@w«mﬁ—wmmw
< F(A) —t, (T74(B)) - Cy (k 8]3 + ki \5!))~

Alors, 8| < k™4, le facteur T7(B;) — Cy <k:% 16]4 + ki |(5|) est strictement positif et donc
comme liminf ¢, > 0, on trouve bien un suite minimisante strictement meilleure.

Alors, on en déduit qu’il existe une mesure capacitaire u telle qu’aprés extraction et trans-
lation des A,, la suite (Ap) y-converge vers p. On définit w, la fonction de torsion asso-
ciée et A, = {w, > 0} et on note qu'on peut en fait considérer que p(E) = +oo lorsque
Cap(E \ A) > 0 car la fonction de torsion est inchangée. On remarque aussi que |4,| < wq.
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Montrons que nécessairement p = OORd\ A4, -
On note wy, la fonction de torsion de A, par définition, w, et wy, vérifie respectivement,

—Aw, +w, = 1 dans [H'(RY) N L*(p)] o —Awy, =1 dans A,
w, € H' (R N L (n), wa, € HY(A,).

Alors, par principe du maximum, w,, > w, quasi partout ce qui implique en particulier que
T(A,) > T(p), de plus par le Lemme 2, on a aussi A,N A4, s 11 alors en passant a la limite
dans le Lemme 4, on obtient

< 1 _ 1
T (AL k()

qui peut se reécrire en utilisant les Lemmes 3 et 5

SHIN

0 < et kAR(A,)

(T(Au) = T(p)),

0 < Melp) = Me(Ap) < CLA) R (T7H (1) = T (A,))
On utilise maintenant la minimalité de p

T () + 0M(p) < T7H(AL) + 0M(AL)
< T () + 0N(p) + (1= BIC(d) K*+a) (T7 (1) = T71(A,)) -

Ainsi, si 0] < k>*i | nécessairement, T () — T7'(A,) > 0 ce qui implique T'(A,) = T(u).
Enfin, comme par définition de A,, w, € H&(Au) on peut écrire

/ (2w, — |Vw,|?) dL? < T(A,) = T(p) = / (2w, — |Vw,|?) dC* — /wid,u.

On en déduit que /widu = 0 donc p(A,) =0, d’olt 1 = 0ORa\ 4, - ]

Remarques - Par ce théoréme, on voit tout de suite 'interét de principe de concentration
compacité et la preuve donne un bon exemple de la maniére dont il s’utilise.
On peut noter aussi qu’il est possible de montrer que le minimiseur est en fait la boule.

7 Etude d’une nouvelle fonctionnelle
L’objectif est maintenant d’étudier le probléme
max { F(A) | A quasi-ouvert de R} (5)

avec

F(A) = M(A) lwalleo

On n’ajoute pas de contrainte de masse car cette fonctionnelle est invariante par renormali-
sation. Notons qu’on travaille ici hors du cadre du théoréme de Buttazzo - Dal Maso car la
valeur propre est décroissante pour 'inclusion tandis que la norme infinie est croissante donc
a priori méme la question de l’existence de solutions n’est pas évidente.

On aborde cette fonctionnelle de deux maniéres différentes. Dans un premier temps par une
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approche naive en mettant en place des expériences numériques pour trouver des informa-
tions au sujet de potentiels maximisers puis, dans un second temps, par une approche plus
analytique se basant sur des résultats de A. Henrot, I. Lucardesi et G. Philippin dans un
article [8] que nous n’avons lu qu’apres.

Nous n’avons pas de conjecture sur le maximiser local par contre il a été conjecturé dans [8]
que le maximum est atteint sur les convexes pour le triangle équilatéral mmeéme si ce dernier
n’est pas un maximiseur local en dehors des convexes.

7.1 Approche numérique

Dans un premier temps on a souhaité mettre en place un algorithme de remontée de gradient
qui permette d’approcher les potentiels maximisers de F'. Pour mettre en place cet algorithme,
il est nécessaire de définir une notion de différentiation sur les quasi-ouverts. On va utiliser
la dérivée de forme (voir [9] chapitre 5).

Définition 13. Soit G une fonctionnelle définie sur les quasi-ouverts de RY.
Si V est un difféomorphisme de RY — R%, on définit la dérivée de forme de la fonctionnelle
G dans la direction V en A comme

A -V = lim G((1d +1V)4) - G(A)

t—0 t

On souhaite donc différentier dans une direction V' la fonctionnelle F'. Seulement, la norme
infinie n’est a priori pas différentiable, on va donc utiliser une approximation par les normes p
. . a 2 i
et considérer la fonctionnelle F,(A) = A1 (A)” [lwall, |A|7F avec B = — + p (v—7). On ajoute
p
les puissances « et v pour apporter plus de généralité au code et le terme ]A\’B permet de
rendre les fonctionnelles [}, invariantes par renormalisation. On peut maintenant calculer la
dérivée de forme de F, en utilisant les résultats présentés dans [9]. La proposition suivante
est présentée dans un cadre réguliers ol 'expression de la dérivée par rapport au domaine
est donnée comme une intégrale de bord.

Proposition 1. Si V est un difféomorphisme de R? — R? et A un ouvert de classe C, alors
N4V = —/ Va2V -t
DA

Ot u est la fonction propre associé a Ay telle que ||u|ls = 1 et n la normale sortante.

— |A|’-V:/ VndH"?
0A

— w'(A) -V =v ot v est la solution de

—Av=0 dans A
v=—Vwy -V surdA

On déduit du troisiéme point de la propriété que la dérivée de forme de la norme p de la
fonction de torsion dans une direction V' en A a pour expression

]l (A) - V = [[wa] L7 / vt ldrd.
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Bien que cette expression soit tout a fait satisfaisante d’un point de vue analytique elle
nécessite de résoudre une EDP dans toutes les directions V' que 1’on considérera lors de la
remontée de gradient ce qui est extrémement lourd en termes de performances numeériques.
On utilise donc une méthode d’adjoint pour se restreindre a la résolution d’une unique EDP
en introduisant ¢ 'unique solution de

—Ap =wP™' dans A
=0 sur 0A.

On peut donc remplacer le terme en v en intégrant par partie ce qui donne
[wll,(A) -V = HwAH;,"’/ Vwy -V V- ndHi"
DA
On peut alors enfin écrire la dérivée de F}, :

F/(A) V= - )\1(,4)'7*1 HwAHS |A‘*B / |Vu|2 V- nd’Hdil
JA
+a A (A) wallp ™" A7 /A Vuwa -V V- ndH? (6)

~BMA) Jwaly |AP [ VendHT
oA
Maintenant qu’on sait calculer les dérivées directionnelles de notre fonctionnelle on peut choi-
sir les classes de formes dans lesquelles le code tournera. On considére deux cas de figure on
travaillera dans un premier temps sur des simplement connexes dont la frontiére est définie
par transformée de Fourier et dans un second temps sur des polygones.

Classe des simplement connexes dans R? - On souhaite travailler avec des formes A
satisfaisant
A={(r,0)|r <R(9),0<06<2r}.
N
Ou R(9) = ao—i-Z(an cos(n 6)+b, sin(nf)) et en pratique, on choisira N = 20. On calcule la

transformation V associée aux dérivées directionnelle dans R?V !

, on note que si on considére

Ay ={(r,0)|r <R(O)+tg(0),0<6 <27},

on peut écrire A; = (]d+ t %) A, soit Ay = (Id+tV)A pour V : (r,0) — (% T, 0).

Alors en utilisant cette expression et en remplagant g(6) par 1, cos(n ) ou sin(n ) on peut
mettre en place la remontée de gradient dans R*V .

Classe des polygones dans R*- on souhaite travailler cette fois dans la classe des poly-
gones a N cotés qui sont caractérisés par les coordonnées de chacun de leur sommets. On
doit donc identifier la transformation V' correspond au déplacement d’un sommet dans la
direction 1 ou 2 en deux dimension, on note, connaissant ’expression de la dérivée de notre
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fonctionnelle qu’il n’est nécessaire de connaitre V' que sur la frontiére. On établit que si on
déplace le sommet A compris entre les sommets B et C' dans la direction i, la transfor-

mation Vy,; associée est nulle sur chaque segment de la frontiére excepté les deux segments
: |z — BJ| . |z —C| .
[A, B] et [A, C] sur lesquels elle vaut respectivement V' (x) = A-B| ietV(z) = 1A= i
Pour la mise en place effective du code, dans les deux cas nous avons utilisé le module Free-
FEM pour définir les formes depuis leur frontiére en faire le maillage puis calculer la valeur
propre et résoudre les EDPs. Afin de vérifier la validité des codes nous avons vérifié qu’ils
obtiennent bien la boule pour la minimisation de la valeur propre, la maximisation de la
torsion et 'inégalité de Kohler-Jobin.
Dans I'analyse des résultats nous n’avons malheureusement pas vraiment réussi a exploiter ce
que donne la premiére approche, cependant I’étude des polygones nous fait supposer que I'op-
timum est probablement un quadrilatére non convexe et qu’au sein des triangles 'optimum
est le triangle équilatéral.

7.2 Approche analytique

En plus de ces expériences numériques nous sommes revenus vers une approche plus ana-
lytiques aprés avoir découvert le papier de A. Henrot, I. Lucardesi et G. Philippin [8] qui
étudie entre autre la fonctionnelle F (G dans leur article). Dans leur approche, ils font le
calcul explicite de la dérivée de forme de la norme infinie de la fonction de torsion sans passer
par les normes p et ils démontrent qu’il n’y a pas existence de maximiseurs globaux dans
la classe des simple connexes pour ce faire ils trouvent un meilleur candidat en retirant une
petite sphére proche du bord. Par contre ils démontrent qu’il y a une solution dans la classe
des convexes et ils font ’hypothése que le maximum est atteint pour le triangle équilatéral.
[’étude numérique que nous avons menée semble valider cette hypothése et nous avons donc
réfléchi a une maniére de la démontrer en essayant une idée malheureusement infructueuse.
Notre idée est la suivante, on aimerait trouver un moyen de montrer que pour les polygones
convexes de plus de trois cotés on peut toujours trouver un polygone ayant un coté de moins
qui soit un meilleur candidat il resterait alors a montrer que le triangle équilatéral est opti-
mal parmi les triangle et alors par densité des polygones dans les convexes le résultat serait
démontré.

On utilise la condition d’optimalité qui découle de la dérivée de forme de F' (voir [8]), pour
tout V: R? - R,

/ (Al(A)anUJA 817,@:130 + ”wAHoo<anu)2) V. nd?—ldil = 0.
0A

Ou xg est le point pour lequel le maximum de wy est atteint et ¢,, est la fonction de Green
en ce point, autrement dit est 'unique solution de

—Apy, =0, dans D'(A)
Pzo =0 sur 0A.

On travaille dans un polygone A auquel on souhaite retirer un coté
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Pour effectuer cette réduction de cotés, on regarde ce qu’il se passe lorsqu’on déplace le
segment (1) sur la figure pour se ramener a un des cas en pointillés, on voudrait montrer
qu’il ne peut pas y avoir de maxima locaux et que nécessairement le maximum est atteint
aux bords. On va donc approcher la dérivée seconde autour des extrema en espérant qu’elle
reste strictement positive on fait donc la calcul idéalisé suivant qui pourrait soutenir cette
hypothése. On choisi V' tel que sur (1), v-n = £1 et V - n == sur les autres cotés. Alors on
peut écrire sur (1) pour ¢ € Hj(A),

A(p = anQQD + 8(1)290 = 8n2§0-
De plus, Au = A\ (A)u dans A donc du = 0 sur (1), de méme, Agp,, = 0 sur (1) et bien

évidemment Aw = —1. 1l reste donc que sur (1),
8n290m0 = Oa
O2u =0,
2w = —1

En déplacant (1) de d en (1), on regarde
=15 / 3 Ot Oy + (1040 (000)°.
1)

On fait maintenant de maniére grossiére des développements limités

Onth = Opw + 6052w + 0(6),
Onti = Opu + 00,%u + 0(9),
87190;0 — an@xo + 68n290x0 + 0(6)
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Alors en recollant les différends morceaux et en utilisant 'optimalité en 6 = 0,
I =14 / A1 Opw Oppyy > 0.
(1

Avant de chercher & justifier les différentes approximations faites, on a lancé des simulations,
on affiche la valeur de la fonctionnelle en déplacant un coté par exemple dans un quadrilatére
et un pentagone

Ces deux courbes sont plutot de bon augure car il n’y a pas de maxima en dehors des bords.
Cependant, afin de tester le cas limite nous avons fait une courbe pour le rectangle en partant
du rectangle presque plat et en envoyant un coté a I'infini. On observe malheureusement que

le maximum est atteint pour le carré ce qui est un contre exemple a notre hypothése.
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